PSI* T.D. 2

Réduction

Eléments propres

(Exercice 2.1 ¥ )
Montrer que I'application ¢ : M € M,,(R) > tr(M)I,, — M définit un endomorphisme de M, (R) et déterminer ses éléments
propres.

& J

( Exercice 2.2 ¥ )
Soit u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

1) Montrer que Sp(uov) \ {0} = Sp(v o u) \ {0}.
2) Montrer que si E est de dimension finie, alors Sp(u o v) = Sp(v o u).
3) Déterminer u,v € L(R[X]) tels que Sp(u o v) # Sp(v o u).

& J

(Exercice 2.3 vt )
Soient n € N\ {0,1} et (a,b) € (R~ {0})2. Déterminer, sans calculs, les éléments propres des matrices suivantes :

a (0) b
10 --- 0 1
9 0 0 0 0 "W 0 b 0"
A=10 4 0 B= (0) € M, (R) C=](© o0atb0o (0 | € Mapi1(R)
-1 0 1 0 0 b0
1 0 --- 1
b (0) a

& J

(Exercice 2.4 ¥ ¥ h
Soient A € M,,(R) vérifiant Sp(A) C [0,1[ et B = <}4 {Z{) € Ma,(R).

\Montrer que xp est scindé a racines simples si, et seulement si, x4 est scindé a racines simples. )

(Exercice 2.5 %+t )
Montrer que f définie par f(P) = X(1 — X)P’+nXP est un endomorphisme de R,,[X] et donner ses éléments propres.

& J

(Exercice 2.6 Y Y¢ ¥ MATRICE STRICTEMENT STOCHASTIQUE )
Soit A € M,,(R) telle que, pour tout (i,7) € [1,n]°, a;; > 0 et, pour tout i € [1,n], > @iy =1,

1) Montrer que 1 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est une droite.
2) Montrer que, pour tout A € Spc(4) ~ {1}, |A] < 1.

& J
Diagonalisation

(Exercice 2.7 % )

0 -8 6
Soit la matrice A= | -1 -8 7 | € M3(R).
1 —-14 11
1) Montrer que A est diagonalisable dans M3(RR) et justifier qu’elle est inversible.
2) Pour tout entier relatif &, calculer AF.
& J
N

(Exercice 2.8

Montrer que A = et B= sont semblables.

N = O
— O
O O =
=)
N O =
O = O




( Exercice 2.9 ¥
Soient n € N* et A, B € M,,(C) telle que tr(AB) # 0.
\Montrer que f défini sur M,,(C) par f(M) = tr(AM)B est un endomorphisme diagonalisable.

( Exercice 2.10 ¥ v

a a a a 1 a a a
Pour a € R, étudier la diagonalisabilité de A = Ll et B= Llaa
a a a a 1 1 1 a
1 1 1 1 1 1 1 1
&
P
Exercice 2.11 ¢ RACINES CARREES D’'UNE MATRICE
11 -5 5
Onpose B= (-5 3 —3| eton cherche a résoudre |'équation A% = B, d'inconnue A € M3(R).
5 -3 3

1) Montrer que B est diagonalisable et trouver P inversible et D diagonale telles que P~!BP = D.
2) Montrer que A et B ont les mémes espaces propres.

3) Déterminer toutes les matrices A solutions.

( Exercice 2.12 %
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE) tel que f2 est diagonalisable.

1) Montrer que, pour tout A € C \ {0}, Ker(f? — A?idg) = Ker(f — Aidg) ® Ker(f + Aidg).
2) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, Ker(f?) = Ker(f).

( .
Exercice 2.13 ¥ % MATRICE CIRCULANTE

01 0 0
ao a1 - ap—1 _
an-1 Qo "°°  Gp-2 00 . :
Soient A = ; 2 o, ; eteC=|: : . . ] deuxéléments de M, (C).
a2 as °00 al 0 : . 1
ai az - ao 1 0 -+ - 0
1) Pour w € C, une racine n-iéme de I'unité, montrer que X, = (1 w w? --- w” )T est vecteur propre de C.

2) En déduire que C' est diagonalisable.
3) Déterminer P € C,,_1[X] tel que A = P(C) et montrer que A est diagonalisable.
4) En déduire le déterminant de A.

Trigonalisation

( Exercice 2.14 ¥
Soient n € N* et A € M,,(R) tels que x4 soit scindé sur R. Montrer que tr(A% + A + I,,) > 3n/4.
(.

( Exercice 2.15 v

0 0 1
On considére la matrice A= [2 1 0| de M3(R).
0 0 1

1) Montrer que A est trigonalisable mais pas diagonalisable. Trigonaliser A.
2) Sot M € M3(R) telle que M? = A. Montrer que les valeurs propres de M sont dans {—1,0,1}.
3) Reésoudre dans M3(R) I'équation M2 = A.




( Exercice 2.16 %
-t -1 t
Pour tout ¢ € R, on considére la matrice A(t)= [ -1 1—-t 1 | de M3(R).
t =1 =
1) Déterminer la plus petite valeur to de t telle que A(t) ne soit pas diagonalisable.

2) Montrer que A(tp) est trigonalisable et la trigonaliser.
(.

( Exercice 2.17 v v %

14 18 18
On considére la matrice A= | =6 —7 —9 | de M;5(R).
-2 -3 -1

1) Montrer que A est trigonalisable mais pas diagonalisable.
2) Déterminer A™ en fonction de A et I3, pour tout entier naturel n.

3) Déterminer les sous-espaces vectoriels ' de R3 stables par I'endomorphisme canoniquement associé a A.
(L’énumération se fera en fonction de la dimension de F).

Polyné6me annulateur

( Exercice 2.18 ¥
Soit A € M,,(C). Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P(A) € GL,,(C).
&

( Exercice 2.19 *
1) Soient A et B dans M,,(C). Etablir I'équivalence : Sp(4) N Sp(B) = @ <= xa(B) € GL,(C).

2) Ce résultat subsiste-t-il lorsque A et B sont dans M, (R)?

( Exercice 2.20 ¥
Soit A = (i/4)1<ij<n € Mn(R). Calculer A% et montrer que A est-elle diagonalisable.
&

(Exercice 2.21 ¥
\Soit A € M,(R) telle que (A% — A — I,,)? = 0. Etudier la fonction z ++ 2 — x — 1 et montrer que det(A) > 0.

( Exercice 2.22 ¥
Déterminer les matrices M € M,,(R) telles que M° = M? et tr(M) = n.
(.

(Exercice 2.23 ¥

0 0 1

Soient n, un entier supérieur ou égal 33, et A= | (0) ' ] e M,(R).
o0 1
1 1 1

1) Montrer que A admet au plus 3 valeurs propres, puis montrer que A est diagonalisable.

2) Calculer A*, pour tout entier naturel k.
(.

p
Exercice 2.24 v %
Soit A € My (Z) telle qu'il existe n € N* vérifiant A® = I». Montrer que A2 = .
G

( Exercice 2.25 ¥ ir

Pour A € M,,(K), on pose B = <61 ﬁ) € Moy (K).

1) Déterminer, pour tout P € K[X], les 4 blocs de P(B) en fonction de P(A) et P'(A).

2) Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si, A = 0.




(Exercice 2.26 ¢ Yrr
\Soient A € M, (R) diagonalisable et B = A% + A + I,,. Montrer que A est un polynéme en B.

(Exercice 2.27 ¥ ¥r ¥t DIMENSION DU COMMUTANT
Soit une matrice A € M,,(K). On appelle commutant de A, I'ensemble C(A) = {M € M, (K), AM = M A}.

1) Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (K).

2) Montrer que, lorsque x 4 est scindé a racines simples, dimC(A4) = n.

01 1
3) Quelle est la dimension du commutantde A= |1 0 1]7?
1 10

p
Exercice 2.28 % ¥ ¥v EQUATION DE SYLVESTER
Soient A et B dans M,,(C). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les spectres de A et de B pour que :

VY € M,(C), 3X € M,(C), AX -XB=Y




