PSI* T.D. 11

Séries entiéres

Rayon de convergence

(Exercice 11.1 ¢
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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Exercice 11.2 %

Soit (an)nen une suite de réels. On note R le rayon de convergence de 3 a,x™ et R’ celui de ) sin(a,)x™, et on suppose

 que R > 1. Montrer que R = R'.
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Exercice 11.3 Yrir
Soit (@ )nen une suite ne s'annulant pas telle que 22 ———; ¢ €]0, +o0[. Déterminer le rayon de convergence de 3 a,,2"
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Exercice 11.4 %
Déterminer le domaine de définition des fonctions de la variable réelle suivantes :
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Exercice 11.5 ¢
Déterminer le rayon de convergence, le domaine réel de convergence et la somme sur I'intervalle ouvert de convergence des
séries entiéres Y a,x™ avec :

1) a,, = sh(n) 2) an:% 3ar=1, a1 =3etVn =2, a, =3an-1 — 2052 4) ap, = (—-1)" 01 f:tdt
&
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Exercice 11.6 W
Pour tout n € N, on pose a,, = fol t"(1 — t)™dt et on note R le rayon de convergence et S la somme de > a,z".
\Montrer que R > 4 et que, pour tout z €] — 4,4[, S(z) = 01 1_;2#. En déduire la valeur de R. )
Régularité de la somme
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Exercice 11.7 ¥ ¥¢
1) Montrer que, pour tout z €] — 1,1[, S/ % =ilm(l+z+2?) - in(l-=)+ % arctan (gj‘/g)
L 2) En déduire la valeur de la somme ::E) (322: )
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Exercice 11.8 v
Pour x réel convenable, calculer Zn 2 75(_"71)1) x™.
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Exercice 11.9 ¥ v¢
Soit g : x — Zn 7 (3 )' Calculer g + ¢’ + g et en déduire g.
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(Exercice 11.10 % %

n 2
Pour x réel convenable, on pose h(z) = 222"t avec a, = (22751'1)),
1) Montrer que, pour tout n > 1, (2n + 1) = na,_1 et en déduire le plus grand ouvert I sur lequel h est définie.

2) Pour tout x € I, calculer (2 — 22)h/(z) — zh(z), puis expliciter h sur I.

(Exercice 11.11 Y ¥v % THEOREME D’ABEL )

Soit f : x +— Z::f) a,x" la somme d'une série entiére, a coefficients complexes et de rayon de convergence R > 0. On
cherche & montrer que, si la série numérique » a, R™ converge et a pour somme S, alors f(z) —— S.
z—R—

1) Montrer que 'on peut se ramener au cas ot R =1 et S = 0.
2) En posant S_1 =0 et, pour tout n € N, S,, = >"}'_ ay, établir que :

vz €l0,1, YNeN, YN (8, -8, 1)z" =" Su(a™ — 2"F1) + SyzN+!
3) En déduire que, pour tout z €]0,1[, f(z) = (1 —x) Z::f) Spa™, puis conclure.

Développement en série entiére

4 N\
Exercice 11.12 v
Développer en série entiére, en précisant le rayon de convergence, les fonctions suivantes :
fi:x— e®cosw fa: x»—>arctan( +1) fio— [* o<>1+t+t2 f4:xb—>ex2foze*t2dt
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Exercice 11.13 ¢
Montrer que la fonction g, définie par g(z) = m siz #0 et g(0) =2, est de classe C* sur R.
& J
4 N\
Exercice 11.14 vrv¥
Déterminer la fonction f développable en série entiére et solution de I'équation différentielle 224" + 4ay’ + (2 — 22)y = 1.
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Exercice 11.15 ¢ v v¢
Pour n € N*, une involution de [1,7n] est une application o : [1,n] — [1,7n] telle que o 0 0 = id[; .
On note I,, le nombre d'involutions de [1,n], avec la convention Iy =1 et p,, = %
1) Montrer que, pour tout n > 1, I,1q = I, + nl,_1.
2) Montrer que la somme S de la série entiére > p,z™ vérifie, pour tout z €] — 1,1[, (1 + x)S(z) = S'(z).
3) Déterminer I,, sous la forme d'une somme finie.
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Exercice 11.16 Y vv
Montrer que f:x+— f+°° Ccl’i;”,t)dt est de classe C*° sur | — 1,1]. )
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Exercice 11.17 Y¢ ¥ ¥¢r INVERSE D’'UNE SERIE ENTIERE
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0, telle que ap = 1.
1) Montrer qu'il existe une unique suite (b,,) telle que, pour tout n € N, Y arbn_k = do,n-
n—1
2) Soit r €]0, R[. Montrer que : 3M > 0, Vn € N, |a,r™| < M puis que : Vn € N*, |b,] < %
3) En déduire que le rayon de convergence de la série entiére > b, 2" est strictement positif et conclure.
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(Exercice 11.18 v i
Soient a > 0 et f : R — R dérivable telle que, pour tout z € R, f'(z) = f(ax).

1) Justifier que f est de classe C* sur R et qu'elle n'est pas développable en série entiére si a > 1 et f(0) # 0.

2) Montrer que f est développable en série entiére si a < 1.




