
PSI? T.D. 11

Séries entières

Rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :
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Exercice 11.1

Soit (an)n2N une suite de réels. On note R le rayon de convergence de
P

anxn et R0 celui de
P

sin(an)xn, et on suppose
que R > 1. Montrer que R = R0.

Exercice 11.2

Soit (an)n2N une suite ne s’annulant pas telle que an+3

an
�����!
n!+1

` 2]0,+1[. Déterminer le rayon de convergence de
P

anzn.
Exercice 11.3

Déterminer le domaine de définition des fonctions de la variable réelle suivantes :
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Exercice 11.4

Déterminer le rayon de convergence, le domaine réel de convergence et la somme sur l’intervalle ouvert de convergence des
séries entières

P
anxn avec :

1) an = sh(n) 2) an =
n2

n! 3) a0 = 1, a1 = 3 et 8n > 2, an = 3an�1 � 2an�2 4) an = (�1)
n
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Exercice 11.5

Pour tout n 2 N, on pose an =
R 1
0 tn(1� t)ndt et on note R le rayon de convergence et S la somme de

P
anxn.

Montrer que R > 4 et que, pour tout x 2]� 4, 4[, S(x) =
R 1
0

dt
1�xt+xt2 . En déduire la valeur de R.

Exercice 11.6

Régularité de la somme

1) Montrer que, pour tout x 2]� 1, 1[,
P+1

n=0
x3n+1

3n+1 =
1
6 ln(1 + x+ x2

)� 1
3 ln(1� x) + 1p

3
arctan
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2) En déduire la valeur de la somme
P+1

n=0
(�1)n

3n+1 .

Exercice 11.7

Pour x réel convenable, calculer
P+1

n=2
(�1)n

n(n�1)x
n.

Exercice 11.8

Soit g : x 7!
P+1

n=0
x3n

(3n)! . Calculer g + g0 + g00 et en déduire g.
Exercice 11.9



Pour x réel convenable, on pose h(x) =
P+1

n=0 anx
2n+1, avec an =

2n(n!)2

(2n+1)! .

1) Montrer que, pour tout n > 1, (2n+ 1)an = nan�1 et en déduire le plus grand ouvert I sur lequel h est définie.
2) Pour tout x 2 I, calculer (2� x2

)h0
(x)� xh(x), puis expliciter h sur I.

Exercice 11.10

Soit f : x 7!
P+1

n=0 anx
n la somme d’une série entière, à coefficients complexes et de rayon de convergence R > 0. On

cherche à montrer que, si la série numérique
P

anRn converge et a pour somme S, alors f(x) ����!
x!R�

S.

1) Montrer que l’on peut se ramener au cas où R = 1 et S = 0.
2) En posant S�1 = 0 et, pour tout n 2 N, Sn =

Pn
k=0 ak, établir que :

8x 2]0, 1[, 8N 2 N,
PN

n=0(Sn � Sn�1)xn
=

PN
n=0 Sn(xn � xn+1

) + SNxN+1

3) En déduire que, pour tout x 2]0, 1[, f(x) = (1� x)
P+1

n=0 Snxn, puis conclure.

Exercice 11.11 Théorème d’Abel

Développement en série entière

Développer en série entière, en précisant le rayon de convergence, les fonctions suivantes :
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Exercice 11.12

Montrer que la fonction g, définie par g(x) = x2

ex�1�x si x 6= 0 et g(0) = 2, est de classe C1 sur R.
Exercice 11.13

Déterminer la fonction f développable en série entière et solution de l’équation différentielle x2y00 +4xy0 +(2� x2
)y = 1.

Exercice 11.14

Pour n 2 N⇤, une involution de [[1, n]] est une application � : [[1, n]] ! [[1, n]] telle que � � � = id[[1,n]].
On note In le nombre d’involutions de [[1, n]], avec la convention I0 = 1 et pn =

In
n! .

1) Montrer que, pour tout n > 1, In+1 = In + nIn�1.
2) Montrer que la somme S de la série entière

P
pnxn vérifie, pour tout x 2]� 1, 1[, (1 + x)S(x) = S0

(x).
3) Déterminer In sous la forme d’une somme finie.

Exercice 11.15

Montrer que f : x 7!
R +1
0

cos(xt)
1+et dt est de classe C1 sur ]� 1, 1[.

Exercice 11.16

Soit
P

anzn une série entière de rayon de convergence R > 0, telle que a0 = 1.
1) Montrer qu’il existe une unique suite (bn) telle que, pour tout n 2 N,

Pn
k=0 akbn�k = �0,n.

2) Soit r 2]0, R[. Montrer que : 9M > 0, 8n 2 N, |anrn| 6 M puis que : 8n 2 N⇤, |bn| 6 M(M+1)n�1

rn .
3) En déduire que le rayon de convergence de la série entière

P
bnzn est strictement positif et conclure.

Exercice 11.17 Inverse d’une série entière

Soient a > 0 et f : R ! R dérivable telle que, pour tout x 2 R, f 0
(x) = f(ax).

1) Justifier que f est de classe C1 sur R et qu’elle n’est pas développable en série entière si a > 1 et f(0) 6= 0.
2) Montrer que f est développable en série entière si a 6 1.

Exercice 11.18


