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Endomorphismes des espaces euclidiens

Isométries et matrices orthogonales

(" Exercice 9.5 ¥

\d'équation r1+---+z, =0.

4 N\
Exercice 9.1 ¥rv¢
a est un vecteur unitaire d'un espace vectoriel euclidien E.
Pour tout réel «, on définit I'application f, sur E par fo(u) = u+ a(alu)a.
1) Montrer que f, définit un endomorphisme de E.
2) Pour quels réel a I'application f,, est-elle un automorphisme de E?
3) Pour quels réel a I'application f,, est-elle une isométrie de E ? L'identifier, dans ces cas.
4) Déterminer les éléments de réduction de f,. Que dire de f, 7
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Exercice 9.2 ¢
Soit A = (a;,;) € O,(R). Montrer que | >~ a;;| <netque Y la;;| <nyn.
1<i,j<n 1<ij<n
& J
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Exercice 9.3 W
§ -1 —4
Montrer que A = é —1 8 —4/| est la matrice d'une symétrie orthogonale de R? et I'identifier.
-4 -4 -7
& J
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Exercice 9.4 ¥r v
Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique.
1) Montrer que I,, — A et I,, + A sont inversibles.
2) Montrer que (I, — A)~! et I,, + A commutent, puis que U = (I, + A)~*(I,, — A) € SO(n).
& J
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R™ est muni de son produit scalaire usuel. Trouver la matrice S dans la base canonique de la réflexion s d'hyperplan H

.

J
(Exercice 9.6 7 ¥ )
E est un espace euclidien, f € O(E) et g = idg — f. Pour tout n € N, on note @Q,, = %H Yo X* e RIX].
1) Montrer que Ker(g) et Im(g) sont supplémentaires orthogonaux dans E.
2) Soit p la projection orthogonale de E sur Ker(g) et « € E. Montrer que Q.,(f)(z) converge dans E vers p(x).
J
Isométries du plan et de I'espace
( Exercice 9.7 W )
E désigne un espace euclidien orienté de dimension 3, a € E \ {Og} et f € L(E) défini par f(z) =a A x.
On admet la formule du double produit vectoriel : Va,y,z € E, A (y A z) = (x|2)y — (z|y)z.
1) Déterminer Ker f et Im f, puis résoudre |'équation f(z) = b, pour b € E.
2) L'endomorphisme f est-il diagonalisable ? trigonalisable ? (On pourra déterminer f3)
J
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(" Exercice 9.8 W

respectivement la rotation d'angle 6 et la réflexion d'angle polaire 6/2.
Pour 0, ¢’ € R, reconnaitre les isométries 19 0 7/, 79 © Sgr, Sgr ©Tg €t Sg O Spr.
&

R? est muni de sa structure euclidienne canonique, orienté par sa base canonique. Pour tout 6 réel, 79 et sy désignent
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Exercice 9.9 ¥
R3 est orienté par sa base canonique et D est la droite dirigée par u = (1,1,0). Quelle est la matrice M de la rotation f

\d'angle de mesure 6 = arcsin(4/5) et d'axe dirigé et orienté par u dans la base canonique de R3. )
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Exercice 9.10 W v

E est un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans une b.o.n.d. (ey, ea, e3)

est A. Montrer que f est une isométrie de F et la caractériser dans chacun des cas suivants :

1/2 1 2 1/8 -1 —4 1(7 4 4
(@) A= 3 2 -2 -1 () A= g -1 8 —4 (¢c) A= g -4 8 -1
1 2 -2 -4 -4 -7 4 -8

—_
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Exercice 9.11 v¢
\Quelles sont les isométries diagonalisables en dimension 27 En dimension 37 )
N
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Exercice 9.12 ¥ ¢
On se place dans I'espace euclidien R? orienté par sa base canonique.
1) Soit n un vecteur unitaire de R3. Montrer que la rotation r d’angle de mesure @ et d’axe dirigé et orienté par n est
définie par :
Vu € R®, r(u) = cos(f)u + [1 — cos(h)](u|n)n + sin(d)n A u

2) Donner la matrice dans la base canonique de la rotation d'angle de mesure /3 et d'axe dirigé et orienté par (1,1,1).
(. J
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Exercice 9.13 v ¥r CARACTERISATION D’'UNE ROTATION
Dans I'espace euclidien et orienté R3, on considére I'endomorphisme non nul f.
Montrer que f € SO(R?) si, et seulement si, f conserve le produit vectoriel, c’est-a-dire :
Vu,v € R3, fuAv) = f(u) A f(v)
& J
Théoréme spectral
4 N\
Exercice 9.14 ¢
\Soit E un espace vectoriel euclidien et o € R. Trouver les f € S(E) tel que, pour tout u € E, (f(u)|u) = allu|?. )
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Exercice 9.15 ¥
2 3 3
1) Déterminer, sans calculs, les valeurs propres de A =3 2 3| € M3(R) et leur multiplicité.
3 3 2
2) Montrer qu'il existe un unique polyndme Q € R;[X] tel que (Q(A))® = A, et le déterminer.
J
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Exercice 9.16 ¢
11 -5 5
On considére A= | -5 5 —=3| € M3(R).
5 -3 3
1) Montrer que x4 posséde 3 racines réelles distinctes strictement positives A1, A2, A3 que I'on ne calculera pas.
2) Montrer que I'application ¢ : (X,Y) — X T AY est un produit scalaire sur M3 1(R).
& J
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Exercice 9.17 v
| Soient A dans M, (R) et B= AAT — AT A telle que Sp(B) C Ry. Montrer que B = 0. )




(Exercice 9.18 ¥ ¥ MATRICE DE HILBERT
Montrer que H = (iﬂ%l%gw‘gn est symétrique définie positive. (On pourra remarquer que fol tti—24t = i‘F;*l
& J
(Exercice 9.19 ¢ v h
Soient A € §,,(R) telle que Sp(A) C Ry et © € O(n). Montrer que tr(AQ) < tr(A).
& J
(Exercice 9.20 ¢ ¢ )
Soit A € S,(R). Montrer que (tr A)? < rg(A) - tr(A42).
& J
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Exercice 9.21 7v¥r DECOMPOSITION POLAIRE
On note S} (R) = {S € S,,(R), Sp(S) C R% }. Soient A € GL,(R) et B= AT A,
1) Montrer que B € S}t (R) et qu'il existe S € S (R) telle que S? = B.
2) Montrer qu'il existe @ € O, (R) telle que A = @S.
& J
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Exercice 9.22 v ¥ QUOTIENT DE RAYLEIGH
E = M,,1(R) est muni de son produit scalaire usuel (-|-) et soit A € S, (R).
1) Montrer que I'application g4 : E \ {Og} — R définie par g4(X) = (‘n;l‘)f) admet des extrema et les déterminer.
2) Déterminer les extrema de |'ensemble {Zlgi,jgn Ttln, o i = 1}.
& J
N
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Exercice 9.23 Wwiv ¥
Montrer que, si A et B symétriques réelles, sont telles que A% = B3, alors A = B. Montrer que A et B ont les mémes

\valeurs propres, puis les mémes sous-espaces propres.

J
Matrice antisymétrique
( Exercice 9.24 )
E deésigne I'espace vectoriel M,, 1(R) et A un élément de M,,(R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(o) A est antisymétrique (8) Pourtout X € E, XTAX =0 (y) Pour tous X, Y € B, XTAY = -YTAX
& J
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Exercice 9.25 W ¢
Soit A € M,,(R), une matrice antisymétrique.
1) Montrer que I'image et le noyau de A sont supplémentaires orthogonaux.
2) Montrer que Sp(A) C {0} et que, lorsque n est impair, on a Sp(4) = {0}.
3) Montrer que Spe(A) C iR et en déduire que det(A) > 0.
& J
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Exercice 9.26 v v
\Montrer que A € M, (R) est antisymétrique si, et seulement si, pour tout P € O,,(R), PT AP est de diagonale nulle.
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Exercice 9.27 v ¥v
Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique et B = A%. On note J = <(1) _01>
1) Soit a une valeur propre non nulle de B et V, le sous-espace propre associé.
Montrer que, pour tout X € V,, XTBX = a||X|? = —||AX]||?, et en déduire que a < 0.
2) Soit X € V, ~ {0}. Montrer que F = Vect(X, AX) et F- sont stables par A.
3) Soit f = Can(A). Montrer qu'il existe un unique o € R tel que, dans toute b.o.n. de F, f|r a pour matrice +a.J.
4) En déduire que A est orthog. semblable a une matrice diag par blocs diag(an J, . .., a,J,0,...,0), 00 ay, ..., op € R*. )




