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Intégration

Intégration sur un segment et primitive

(Exercice 4.1 %

Pour tout n € N, on pose u,, = fo mdx

Montrer que la suite (u,) décroit et converge vers 0, puis que wu,, ~ %\/ﬁ
(.

P
Exercice 4.2 ¢
Calculer les intégrales suivantes :

2 /4
VI — 1
I = / I 12:/ (x&dm 13:/ cos z In(cos z)dz
1 0
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Exercice 4.3 ¢
Déterrminer une primitive, sur un domaine réel a préciser, de chacune des fonctions suivantes :

:x — zsh(z)sin(z g:x—Vr2+4r—5 h:zﬁilf.cosi(%)
sin(%)
= 2

(Exercice 4.4
etdt

. t o . 2x
Calculer lim —S— — % puis lim [ a
t 0+ arcsin @ 0+ x arcsin

.

p
Exercice 4.5 v ¥v
Montrer que, pour z € R, fOSi arcsin v/t dt + fcos “arccosvtdt = I
&

p
Exercice 4.6 v v
Déterminer les fonctions f continues sur R telles que, pour tout = € R et tout a > 0, on ait f(z) = o~ fz+a f(t)dt.

2a Jz—a
&

(Exercice 4.7 <

Déterminer un équivalent de 22:1 m

lorsque n — +o0.
&

Fonctions continues par morceaux

p
Exercice 4.8 ¢
Montrer que la fonction F : z — [ [t + %] dt est continue sur R et I'expliciter.
(.

( Exercice 4.9 ¢

Montrer que la fonction f : ¢+ t|1/t] est continue par morceaux sur ]0, 1], puis que fo t)dt converge et la calculer.
(.

p
Exercice 4.10 v v LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE
Soit f une fonction définie sur un segment [a,b] a valeurs dans C.

1) Montrer que lim f;f(t)ei"tdt =0, lorsque f est de classe C! sur [a, b].
n—+00

2) Montrer que lim fbf(t)ei"tdt =0, lorsque f est en escalier sur [a, b].
n—+oo0 4

Le lemme de Riemann-Lebesgue affirme que le résultat subsiste lorsque fest seulement continue par morceaux sur [a, b].
(.

Convergence et calcul



4 N\
Exercice 4.11 ¢
« et B étant des paramétres réels, donner la nature des intégrales suivantes :
1e?— + a,—\/T
1) f ezldx 4) f (In 1n£ 7) fo Oo‘r € fdx 10) f ezfcosx
+00 sin? +o00 — m
2) [ty 5) /7 (e~ ( D"de  8) [y T In(z)e"dx 11) [ (lw;2)””3/2dx
+00 +oo sha
3) s 6) [ e 9) [y “In(5%)de 12) [ sin® (1/2) da
& J
4 N\
Exercice 4.12 ¥ri¢
Soient n € N et a < b. Montrer que les intégrales suivantes convergent et les calculer :
1) fol(lnx)"d:r 3) f+oo ( i) dz 5) f+oo e”“’*ezd:c 7) f+oo t"e ! sin(t)dt
2) fjoo % 4) f N 6) f 8) f (7 — arcsin 1) d
L oo (1+z2) eJF \/za)(ba: )
Intégrabilité
4 N\
Exercice 4.13 ¢
Etudier la convergence absolue et la convergence des intégrales suivantes :
+00 sint Vtsin +oo git + 1)Lt
1) [ sstat 3) fioe Yl g 5) [ elar 7) [ G ar
2) fﬂ/Q cos () dt 4) [t qy 6) f2/7r lnCOS(%)dt 8) Jy " sin(t?)dt
& J
4 N\
Exercice 4.14 Y
1) En minorant f : z — i’ o des intervalles bien choisis, montrer que f n'est pas intégrable sur [1, 400l
2) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que f1 o S;%dx converge pour tout a > 0, alors que z — ST est
intégrable sur [1, +o0] si, et seulement si, a > 1.
L 3) Etudier la nature des intégrales f1+°° \/Esi:‘sfnmdx et fﬁoo %dx. |
4 . N\
Exercice 4.15 ¥ % INTEGRALE DE DIRICHLET
1) Montrer que, pour tout n € N, les intégrales I,, = f”/2 Wdt et J, = fﬂ/2 Mdt existent.
2) Montrer que la suite (I,,) est constante et calculer hm I, — Jy. (On pourra utiliser le résultat de I'exercice 4.10)
n—+
3) En déduire la convergence et la valeur de f+°° St g,
& J
4 N\
Exercice 4.16 W ¢
1) Montrer que I'intégrale f0+°° Sir‘3tdt converge.
2) Montrer que, pour tout x > 0, f+°° sinttqs — : f3z sintqdt.
3) En déduire la valeur de I'intégrale f0+°° 51?2 tdt.
& J
N

(Exercice 4.17 % e v
Soit f: Ry — R de classe C2 telle que f et f” soient intégrables sur R .

!
1) Montrer que f/(z) m 0et f(x) m 0.

2) Etudier les séries > f(n) et > f/(n).




