PSI* T.D. 8

Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

Produit scalaire et orthogonalité

4 N\
Exercice 8.1 ¥
212
Soit @ € R. Montrer que ¢ : { ((:v,y(;l,%(;ﬂy’)) : wx/ +a(my’R+ o)+’ est une produit scalaire sur R? si, et
seulement si, v €] — 1,1].
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Exercice 8.2
Résoudre I'équation (1 — )2 + (z — y)? + (y — 2)? + 22 = 1 d'inconnues réelles z,y et 2.
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Exercice 8.3 &
Soit n € N*. Montrer que A4,, = { Y, 2 (Brgoooo®a) € (Rj_)"} admet un minimum et le déterminer.
1<i,j<n
& ! J
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Exercice 8.4 ¥
Soient E = {f € C%([a,b],R), f > 0} et ¢ : E — R définie par ¢(f) = (fj f) (fj ;).
Démontrer |'existence et calculer inf ¢(F), et montrer que ¢(F) n'est pas majoré.
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Exercice 8.5 W v
Démontrer que, pour tout n € N*, 3> (cos?i + sin® j)? > n?.
L 1<i,5<n )
4 N\
Exercice 8.6 ¢
On considére la famille de polynémes (Py)ren définie par Py =1 et, pour tout k > 1, Pi(X) = X(X;iw
1) Montrer que, pour tous entiers j et k tels que 0 < j < k, on a P,ij)(X) =P_;(X — 7).
2) Montrer que la relation (P, Q) = >7° , P®) (k)Q™) (k) définit un produit scalaire sur R[X].
3) Montrer que (Py)ren est orthonormale pour ce produit scalaire et que, pour tout P € R[X], P =57, PO(E)P,.
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Exercice 8.7 w v
Soient (e1,...,€e,) une b.o.n. d’un espace euclidien E et x1,...,x,, des vecteurs de E vérifiant Y ;'_, [lex — x> < 1.
Montrer que (1, ...,x,) est une base de E.
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Exercice 8.8 %r¥* DECOMPOSITION QR
1) Soit A € GL,,(R). Montrer I'existence de @ € O,,(R) et d'une matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR.
2) Quel est I'intérét de cette décomposition pour la résolution du systéme linéaire AX = B?
J
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Exercice 8.9 v ¥¢¥¥ POLYNOMES DE LEGENDRE
R[X] est muni du produit scalaire défini par (P|Q) = fil P#)Q(t)dt et, Vn €N, L,(X) = /2 Lo ((X2 — 1)),
1) Montrer que (Ly,)nen est une famille orthonormale de R[X].
2) Montrer que L,, est scindé sur R et que ses racines 1, ..., z, sont distinctes et dans | — 1, 1].
3) Pour n > 1, montrer qu'il existe une unique famille de réels Ay, ..., A, telle que, pout tout @ € Ra,_1[X], on ait
fil Q(t)dt = > \Q(=z;). (on pourra commencer par le cas ot deg(Q) < n—1)
i=1
& J

Projection orthogonale



4 N\
Exercice 8.10 ¢
n
Soit B = (e1,...,ey,) une famille de vecteurs unitaires d'un espace préhilbertien réel E vérifiant ||z|? = 3 (x|e;)?, pour tout
=
z € E. Montrer que B est une base orthonormale de E. )
4 N\
Exercice 8.11 v
\E = M,,(R) est muni de son produit scalaire usuel et H = {M € E, tr(M) = 0}. Pour A € E, calculer d(A,H). )
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Exercice 8.12 ¢
Dans R* muni de son produit scalaire usuel, déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace F =
{(93171‘2,:83,374) € R4, Z?zl By = Z?Zl iy = 0}, dans la base canonique de R*.
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Exercice 8.13
Soient (eg,...,e,) une b.o.n. d'un espace euclidien E et p une projection orthogonale de E.
| Montrer que Yo7, [lp(ex) I = rg(p). )
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Exercice 8.14 ¥ v¢
Soit p un projecteur d'un espace euclidien E. Montrer I'équivalence des trois assertions suivantes :
(a) p est un projecteur orthogonal (b) Kerp C (Tmp)* (c) vz e E, |p@)| < ||
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Exercice 8.15 ¥ ¥ DETERMINANT DE GRAM
Soient z1, ..., x, des vecteurs d'un espace préhilbertien E. On appelle matrice de Gram du systéme (z1, ..., xp), la matrice
G(z1,...,2p) = ((@ilz))) 1<, j<p € Mp(R) et déterminant de Gram de (21,...,2), le déterminant de G(1, ..., 2p).
1) Montrer que la famille (z1,...,z,) est libre si, et seulement si, G(z1,...,x,) est inversible.
2) On suppose F = Vect(xy,...,x,) de dimension p et soit = € E. Montrer que d(z, F)? = %‘?é’;)
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Exercice 8.16 v iv
Soient A € M, (R), X € My, 1(R)~ {0} et F={Y € M,.;(R), XY =0}.
1) Montrer que X est un vecteur propre de AT si, et seulement si, F est stable par A.
1 0 2
2) Trouver les plans de R3 stables par A= |2 1 0f.
0 2 1
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Exercice 8.17 *v¢
1) Justifier que f : (z,y) — fol t2(Int — xt — y)2dt est définie sur R2.
2) Etablir I'existence d'un unique couple (a,b) € R? tel que f(a,b) = min f et le déterminer.
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Exercice 8.18 ¥ % POLYNOMES DE LAGUERRE
Soit f : R™ — R définie par f(z1,...,2,) = f0+oo(1 —myt — xot? — - — z,t™)2etdL.
1) Montrer que f est bien définie et qu'il existe un unique a = (aq, ..., a,) € R" tel que f(a) = inf f(x).

zeR™
2) Soit P(X)=1->"7_, ak H§:1(X + j). Calculer P(q), pour g € [1,n], puis P(—1).
3) En déduire f(a).




