PSI* T.D. 3

Séries numériques

Nature par comparaison

4 . N\
Exercice 3.1 %
1) Montrer que la suite (u,,) définie par ug =1 et u,41 = sinu,, pour tout n € N, converge vers 0.
2) Démontrer le théoréme de Césaro :
. o 1 n
Si la suite réelle (v;,) converge vers £ € R, alors =5 > vk P L.
3) Déterminer a € R pour que la suite (ug,; — ug) converge vers un réel non nul.
4) Discuter, selon 3 € R, la nature de la série > uf.
J
4 N\
Exercice 3.2 ¥
Donner la nature des séries de termes généraux suivants :
Uy = NS w2 b, = (lnnn!)" cn=a"eV" a>0
d,, = arccos (Z;ié) e, = sin (27T /n2 + (,1)n) fn=+/In(2n +3) — \/In(2n)
_ _ (=" a,BER, a£B h, = 1 inzln(%),aeR
L 9n = mag(—nmnfr & ) n = apynany nto )
Télescopage
4 N\
Exercice 3.3 ¢
Montrer que les séries de termes généraux ci-dessous convergent et calculer leur somme en procédant & un télescopage :
1 (=1 In®(n 4 1)
an = bp=In(1+ ch=In| ———— d, = arctan ————
" nvn+1+(n+1)yn " < n ) " <ln(n)ln(n+2) " n2+n+1
& J
N

(Exercice 3.4 ¥r

Déterminer (a,b) € R? pour que la série de terme général u,, = /n + av/n + 1 + by/n + 2 converge et calculer alors sa
somme.
A

J
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Exercice 3.5 ¥v %% REGLE DE RAABE-DUHAMEL
Soient (uy,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.
1) On suppose qu'a partir d'un certain rang, “*= < vz% Montrer que u,, = O(v,).
2) On suppose maintenant qu'il existe un réel « tel que :
U o 1
n—+1 :1_7_'_0(7)
Up, n n
En comparant a une série de Riemann, montrer que la série > u,, converge lorsque « > 1 et diverge lorsque o < 1.
3) Quelle est la nature des séries de termes généraux vn! [[}_; mn( ) et Vn![[;_, 5h( )7
& J
N
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Exercice 3.6 WY TRANSFORMATION D’ABEL
Soient (a,) et (by,) deux suites complexes. On pose, pour tout n € N, B, = >"7_ bk
1) Montrer que, pour tout n > 1, >7_ axby = anBn + Y 1o O(ak ag+1)Bg.

2) En déduire que si (a,,) tend vers 0, (B,) est bornée et 3 (an41 — an) est absolument convergente, alors 3° - anb,
converge.

3) Etudier la série de terme général 822 o o > 0.
2 n

Comparaison avec une intégrale



p
Exercice 3.7 ¥
+oo

2 . 2 _ 1 2 .
Déterminer les réels a tels que u, = ), | 75 existe pour tout n € N, puis ceux pour lesquels ) n>0 Un converge.
(. J
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( Exercice 3.8 ¥

Pour n € N*, on pose u,, =
somme de la série > uy,.
(S

_4
n

1

. . . 5 2 .
si n est multiple de 5 et u, = = sinon. Evaluer 3" | u; et en déduire la convergence et la

J
Séries alternées
4 N\
Exercice 3.9 v
Montrer que les séries de termes généraux ci-dessous convergent et calculer leur somme :
n-(—=1)" n [T/2 n _ (="
\ a, = ﬁ b, = (—1) fﬂ//3 cos™(z)dx Cp = % )
4 N\
Exercice 3.10 ¢
\Montrer que la série > % converge et calculer sa somme a 1072 prés. )
Produit de Cauchy
4 N\
Exercice 3.11 ¥
_ ="
Pour tout n € N, on pose u,, = o
1) La série de terme général wu,, est-elle convergente ? absolument convergente 7
2) Etudier la fonction z — (z 4+ 1)(n + 1 — z) sur [0,n] et en déduire la nature du carré de Cauchy de la série > u,,.
& J
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Exercice 3.12 Yviv
Soient (uy,) € CN et, pour tout n €N, vy, = 5 > 1o 2%uy.

1) On suppose Y u, absolument convergente. Montrer que Y v,, converge et calculer sa somme en fonction de celle de
Up.

2) Montrer que, si la suite (u,,) converge vers 0, alors la suite (v,,) converge vers 0.

3) Montrer que le résultat de la premiére question subsiste lorsque la série Y u,, est seulement convergente.

& J
Divers
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Exercice 3.13 W ¢
Soit o une permutation de N*, c'est-a-dire une bijection de N* dans N*. Montrer que la série > ”757;) diverge.
& J
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Exercice 3.14 v ¥
A l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer |'existence d'une suite d'entiers (NV,,) telle que n!e = N,, + % +o (%)
En déduire la nature de la série > % ol o € R.
I\ - Y,
N

(Exercice 3.15 % ¥r¥r CALCUL DE ¢(2)

Soit n € N*.
a2_172anan,2

1) Si > arX* =[I;_,(X — z) dans C[X], montrer que > ;_, z2 = ==

2
a'n.

2n—+1
2) Résoudre dans C I'équation (Z;) =1 et en déduire >, _, cotan? (2511)

+oo 1

3) Montrer que Yu €]0,7/2[, cotan®u < - < 1+ cotan® u et en déduire la valeur de 37> -1




