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Suites et séries de fonctions

Convergence d’'une suite de fonctions

4 . N\
Exercice 6.1 %
Dans chaque cas, étudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,) sur I :
1) I=R S n
) et fu(z) s 3) I=Ry et fy(z)=e ") 2.
2) I =Ret f,(z) = 22, k=0
" R 4) I=10,2] et fu(z) = n(1 —z)"sin Z=.
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Exercice 6.2 7 7¢
2
Soient f € RR et, pour tout n € N* et tout z € R, g,(z) = %
Montrer que la suite de fonctions (g, ),>1 converge uniformément vers |f| sur R.
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Exercice 6.3 it v
1—£)" si z € [0,n]
Pour tout N* et tout R, on définit =(n . L
our tout n € N* et tout z € R4, on définit f,(z) { 0 Gz
Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite (f,,)n>1 sur Ry.
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Exercice 6.4 Yt Yy
Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite (f,,) définie par fy = sin et |a relation de récurrence f,, 11 = sinof,.
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Convergence d’une série de fonctions
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Exercice 6.5 ¥
Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de fonctions Zn>1 u, sur I dans les cas suivants :
2 *
DI=Rictu@ =75  DI-Rletu@=rhm 3 I=Rs etun(o) = (-1"In (1+ zy)
&
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Exercice 6.6 ¥ i¢
Pour tout n > 2, on considére la fonction u,, : © — zfgn définie sur R.
1) Déterminer le domaine I de convergence simple de la série de fonctions > w,,. Y a-t-il convergence normale sur 17
2) Etablir que, pour tout n > 1 et tout z > 0, 0 < Z,j:;ﬂ ug(x) < %, ol p(x) = Z55.
3) Montrer que la série de fonctions converge uniformément sur 1.
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Exercice 6.7 ¥
Pour tout n € N* et tout réel z, on pose v,(z) = =175
1) Etablir la convergence simple sur R de Y v,,, ainsi que sa convergence normale sur tout intervalle [—a, a], avec a > 0.
2) Etablir que, pour tout n > 1 et tout = > 0, Ziinﬂ vk(z) 2 S5z La convergence est-elle uniforme sur R?
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Continuité et double limite

Exercice 6.8 ¥

Soit u,(z) = lné?:;)

Pour obtenir la convergence normale sur R, distinguer la positon de x vis & vis de n?, montrer que |u,(z)| <

, pour tous n € N* et z € R,. Montrer que Zzg u,, est continue sur R et calculer sa limite en +00.

In(2n?)
n? -
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Exercice 6.9 ¥
1) Montrer que la fonction f :x — S ﬁ est continue sur ]0, +o0.
2) En considérant f(z) — %, déterminer un équivalent de f en +cc.
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Exercice 6.10 v ¢
Pour tout ¢ €] — 1, 1[ et tout n € N*, on pose P, (t) = [[1_, (1 +t¥) et Q. (t) = [[p_, (1 — t2*+1).
1) Montrer que les suites de fonctions (P,,) et (Q,) convergent simplement sur ] —1,1].
2) Montrer que leur limite est continue sur | — 1, 1].
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Exercice 6.11 ¥r ¢
Pour tout n € N, on note u, : & — e~ V7",
1) Déterminer le domaine de définition I de la fonction f :  — Ii% un(z) et montrer que f est continue sur I.
2) Déterminer la limite de f en 400, ainsi qu'un équivalent de f au voisinage de 0.
& J
Intégration terme a terme sur un segment
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Exercice 6.12 Yv
Pour tout n € N et tout = € [0, 1], on pose f,(z) = H_?:ﬁ

. . . . 1 .
Etudier la convergence simple de la suite (f)n>0 sur [0, 1] et calculer lim [ f,(x)dz. La convergence est-elle uniforme ?
n—-+oo
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Exercice 6.13 v
\Soit a un réel strictement positif fixé. Calculer 7.7 L [ tre~tat. )
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Exercice 6.14 ¥v ¢
Montrer que fol 2%dx = :z (_12:71
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Dérivation terme a terme
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Exercice 6.15 ¥r ¥r
Pour tout n € N* et tout z € R, on pose v, () = L cos™(z) sin(nz).
1) Montrer que la fonction v,, est m-périodique et étudier la convergence simple de > v,, sur R.
2) Montrer que sa somme g est de classe C' sur ]0, 7| et que, pour tout x €]0, 7|, ¢'(x) = Re (k(c‘gjﬁ)
3) Expliciter g sur |0, 7|, puis sur R. La convergence de la série de fonctions > v,, est-elle uniforme sur R?
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Exercice 6.16 Y ¥r
fo :[0,1] — R est une fonction continue et, pour tout n € N et tout z € [0,1], fr41(z) = foz fn(t)dt.
Montrer que f = Zg ,, est de classe C! sur [0,1] et déterminer f en fonction de f.
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Exercice 6.17 ¥v ¢
Pour tout n € N et tout z > 0, on pose uy,(z) = n(,(_zl_zn) et S(z) = :::5 U ().
1) Montrer que S est définie et continue sur R et calculer S(1) et lim, 4o S(x).
2) Pour tout z > 0, calculer zS(xz) — S(z + 1) et en déduire un équivalent de S(z) lorsque z — 0.
3) Montrer que S est de classe C*° sur R% et donner ses variations.




