PSI* T.D. 14

Calcul différentiel

Fonctions de classe C!

4 . N\
Exercice 14.1 ¢
Chacune des fonctions suivantes est-elle prolongeable en une fonction de classe C! sur R%?
. 2, .2 . z’y . : 1
fi@y) = (2 +y?)? g.(m,y)HW fp.(I,y)i—)(x—l-y)pSln\/W (p € N¥)
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Exercice 14.2 7 Y7 SERIE DE FONCTIONS A DEUX VARIABLES

n +
Pour tout n € N* et tout (z,y) € U =] — 1,1[xR, on pose u,(z,y) = &Sn(ny) Montrer que f : (z,y) — > 2 un(z,y)
est de classe C! sur I'ouvert U. (On pourra utiliser les séries enticres Y /nz" et > /n+ 12")
& J
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Exercice 14.3 Yr v CARACTERISATION DES FONCTIONS CONSTANTES
Pour z et y réels convenables, on pose f(x,y) = arctanz + arctany — arctan (fj;yy).
1) Montrer que f est définie et C! sur I'union de 3 ouverts disjoints de R2, dont on admettra qu'ils sont étoilés.
2) Simplifier f et montrer que la série numérique Y arctan (#) converge et calculer sa somme.
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(Exercice 14.4 ¥ ¥ THEOREME D’EULER

Soit C un céne ouvert de sommet O de RP, c'est-a-dire un ouvert de RP tel que, pour tout z € C et tout t > 0, tz € C.
Une application f : C' — R est dite homogéne de degré o € R si, pour tout « € C' et tout t > 0, f(tx) =t*f(z). Soit f de
\classe C! sur C. Montrer que f est homogéne de degré « sur C si, et seulement si, pour tout x € C, df(x) -z = af(x).

4 N\
Exercice 14.5 W%
Montrer que f : (z,y) — [y In(z + ycost)dt est de classe C' sur {(z,y) € R?, x> |y|} et calculer m% + yg—i.
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N

( Exercice 14.6 v 7r %

Soient n € N* et E,, I'espace vectoriel engendré par les fonctions (z,y) — x'y’, avec i,j € N tels que i +j < n.
1) Montrer que I'application T' définie sur FE,, par T(P)(z,y) = i o% P(y/22 + y?cos, /2% + y?sin0)df est un
projecteur de E,,.

2) Déterminer Ker(T —idg,) NKer A, ot A : P+ %11; %ZI;.

EDP du premier ordre

(Exercice 14.7

Vv — U

w,v) —  (2(u,v),y(u,v))
sur U si ¢ est de classe C! sur V (i.e. si ses applications coordonnées x et y sont de classe C' sur V') et bijective, de
bijection réciproque de classe C* sur U.

Si U etV sont deuz ouverts de R?, l’application ¢ : { ( est un Ct-difféomorphisme de V.

1) M V=RxR} — U=R; xR ST : | .
ontrer que ¢ : w24v? w) est un C -diffeomorphisme, et expliciter o~ ".
4 (u,v) — (xvy) = ( —2~_ 75) i

On souhaite résoudre sur U, ’EDP (équation auz dérivées partielles) (E) : Zzg—gfc —y(l1+ y2)g—£ =0, c’est-a-dire
qu’on cherche les fonctions f € C1(U,R) satisfaisant I’équation (E) sur U.

2) Montrer que f est solution de (E) sur U si, et seulement si, g = f o ¢ est solution de (E’) : % =0surV.

3) Résoudre (E) sur U.




(Exercice 14.8 ¥
Résoudre les EDP suivantes :

(E1) =
(E2)
(Es) 3
(Ey) @

9 4o f + 22 +y? = f dans C'(R%. x R,R), en passant en coordonnées polaires.
azd—f; +(1+ e*y)% =1+ e? dans C'(R%. x R,R), a l'aide du changement de variables (z,y) = (e* + e¥,v — u).
5L + 290 + 3f = 4z + 5y + 6 dans C' (R%,R)

f+yaf = /xt + y* dans C1(R2 R)

p
Exercice 14.9 v
Déterminer les fonctions f et g dans C*(R,R) telles qu'il existe F' : R® — R vérifiant :

2
%($,y7z):2mz %(w,yyz):f(y)g(z) %—f(ax,y@)zﬁ—&-%

( Exercice 14.10 ¥ v

1)
2)

Déterminer les fonctions f dans C'(R?,R) telles que % 9f “(z,y) =2+ y et gi (z,y) =2 —y.

Résoudre |'équation différentielle non linéaire (z — y)y' + =z +y = 0.

Fonctions de classe C2

.

(Exercice 14.11 %

4

0 si (z,y) = (0,0)

Y .
Montrer que f : (z,y) — { ey 5 (5:Y) f (0,0) est de classe C! sur R?. Est-elle de classe C2 sur R??

1)
2)

( -
Exercice 14.12 7¢%* EQUATION DE LAPLACE
Soient f € C?(] — 1,1, R) et g :]0, 7[xR — R définie par g(z,y) = f (z)

chy
Montrer que g € C?(]0, m[xR,R) et calculer son Laplacien Ag = ng + g—zg.
Résoudre sur | — 1, 1] I'équation différentielle (1 — ¢2)2" — 2t2’ = 0, puis trouver f telle que Ag = 0.

2)

(Exercice 14.13

de R vers R.

Montrer que la fonctlon f définie sur R? par f(z,y) = sixz #yet f(z,r) =e® est de classe C% sur R

zy

1)
2)

p
Exercice 14.14 ¢ THEOREME DE SCHWARZ

Existe-t-il f € C*(R? \ {(0,0)},R) telle que df = ¥ zdr — Zmdy?

Déterminer f € C2(R?,R) de différentielle df = A\(z)[(z% + y? — 1) dz — 2y dy] o A € C}(R,R) avec A(0) = 1.

1)

2)

[ Exercice 14.15 ¥ ¥r ir
Soient f : R? — R une fonction de classe C2.

On dit que f est harmonique lorsque Af = dz2 + dyg =0 sur R?.
On dit que f vérifie la propriété de la moyenne lorsque :
2 .
Y(zo,y0) €ER%, Vr >0, f(zo,v0)= % foﬂ f(zo +7cosb,yo + rsinf)do

On suppose que f est harmonique sur R2.

a) Montrer que g: (z,y) — [ gi (z,t)dt — [ af . (t,0)dt est de classe C* sur R? avec gg = 65 et a—g = %.

=

b) Montrer que la fonction ¢ : r — fo (rcos 9, rsin§)dé est de classe C! sur R et la calculer.
c) En déduire que f vérifie la propriété de la moyenne.

Réciproquement, on suppose que f vérifie la propriété de la moyenne sur R2. Montrer que f est harmonique.




4 N\
Exercice 14.16 ¥ v ¥r FORMULE DE TAYLOR-YOUNG
Soit U un ouvert de R, a € U et f € C%(U,R). Pour x € U, on note H¢(x) la matrice hessienne de f au point z,
c'est-a-dire la matrice (0;0; f(2))1<s,j<n € Mn(R).
1) Soit k = (k1,...,kn) € R™ tel que [a,a+ k] C U.
a) Montrer que la fonction g : t +— f(a + tk) est de classe C2 sur [0, 1] et calculer g (t).
b) En déduire que f(a + k) = f(a) +df(a) -k + fol(l —t)k " Hy(a + th) kdt.
2) Etablir la formule de Taylor-Young a I'ordre 2.
& J
EDP du second ordre
( Exercice 14.17 7 )
Soient (a,b,c) € R? tel que b — dac > 0 et I'équation aux dérivées partielles d'ordre 2 :
2’ f 2*f f _
(E) O5z2 + bBTBy te By =0
1) Pour quels réels o, 3, I'application v : (x,9) = (y + ax,y + Bz) est-elle un C2-difféomorphisme de R? sur R2?
2) Déterminer un couple (a, ) pour réaliser I'équivalence :
f vérifie (E') = g= foy ! vérifie (F') : 8auag'u =0
3) Résoudre 2 W = 5(38107, + 6 = 0 puis W = 203zdy + g%{ = 0 dans C%(R% R).
& J
(Exercice 14.18 ¢ vr )
On note A = {(u,v) € R?, u > v} et D= {(z,y) € R?, 2z —y% > 0}.
1) Montrer que ® : (u,v) — (z,y) = (u? + v, u +v) est un C2-diffeomorphisme de A sur D.
2) En déduire la résolution sur D de 2(y? — )8m2 +2 aigy + gy{ =92 -z
& J
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Exercice 14.19 Yririr
On note Uy = {(z,y) € R?, = > 0} et Uy = {(z,y) € R?, = < 0}, et soit ®: (x,y) € R?2 = (22 — y, 2% + ).
1) Montrer que, pour tout i € {1,2}, la restriction ®; de ® a U; définit un C2-diffeomorphisme de U; dans un ouvert V;
a préciser.
2) A l'aide du changement de variables @4, résoudre I'EDP (E) x% 4z Sgyf gﬁ =0 sur U;.
3) Faire de méme sur Uy, puis résoudre (E) sur R2,
& J
Extrema
(Exercice 14.20 v )
Etudier les extrema des fonctions suivantes :
— fi:(x,y) = ay? — 202y sur K = {(z,y) € R?, 22 <y < 1}
— far(@,y) = §+§ + 2 sur]0,+oof?, ot a > 0.
— fz:(zy) = (1+y) +y* sur R%.
— fai (@) oyt —a? y surR2
— f5: (x,y) ot oyt — a2 +y sur R2,
— fo: (z,y) — (222 +3y Jem @) sur R2,
| i@y =ty —r—ysur K ={(z,y) €R?, 2® +y7 < 1}. )
( Exercice 14.21 )
Déterminer les triangles d'aire maximale inscrits dans un cercle de rayon 1. On admet que I'aire d’un triangle ABC du plan
euclidien R? est donnée par A = @.
1) Montrer que K = {(61,602) € R%, 0 < 6; < 0 < 27} est un fermé borné de R2.
2) Pour (61,02) € K, montrer que l'aire du triangle de sommets A(1,0), B(cosf1,sinb;) et C(cosbs,sinby) est :




f(61,02) = 2sin (%) sin (%) sin (25%)
3) Déterminer les triangles d'aire maximale inscrits dans un cercle de rayon 1.

Courbe
( )
Exercice 14.22 ¢
Déterminer les vecteurs tangents au point double de la courbe définie paramétriquement par (z(t) ; y(t)) = (2t + ¢*; 2t — ti)
(S J
N

( Exercice 14.23 ¥

On admet que, pour qu'il y ait inflexion en M (t), il est nécessaire (resp. suffisant) que det(M'(¢), M"(t)) s'annule (resp.
s'annule en changeant de signe) en t. Montrer que I'arc défini paramétriquement par (z(¢); y(t)) = (cost; sint(1 + cost))
\présente une inflexion et en donner les coordonnées.

J
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Exercice 14.24 ¢
Déterminer une équation cartésienne de la courbe définie paramétriquement par (z(t); y(t)) = (ﬁ, HZEW) Montrer
\qu'elle admet un centre de symétrie et le déterminer. )
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Exercice 14.25 Y¢ v
Soit T, la courbe de R® paramétrée par (z(t); y(t); z(t)) = (l%rt, = ﬁ)
1) Montrer que I" est réguliére et qu'elle est tracée sur une surface S réguliére dont on donnera une équation.
2) Montrer que I' est tracée sur un plan P dont on donnera une équation.
3) Existe-t-il des points de I' en lesquels P est tangent a3 S7?
4) Pour t € R~ {—1;0;1}, déterminer le milieu du segment [M (t), M (1/t)]. Qu'en déduit-on?
& J
4 N\
Exercice 14.26 ¥ v
Tracer la boucle, trajectoire de la fonction M : ¢ — ((1 —t)%e?,2(1 —t)e?) sur | — 0o, 1] et calculer sa longueur L définie par :
1
L= [ ol
—00
& J
N
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Exercice 14.27 vt ir

Déterminer les paramétres réels a, b, ¢, d, e vérifiant b2 = 4a, pour que la courbe d’équation 22 + ay? +bzy +cx+dy+e =0
soit tangente a (Oz) en (1,0) et a (Oy) en (0,2).

&
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( Exercice 14.28 v v

2
Soient @ > b > 0 et T la courbe d'équation £z + ¥; = 1. Déterminer les points de I" en lesquels la normale est la plus éloignée
\de I'origine O.

J/

Surface

Exercice 14.29 v
On considére les surfaces S et Sy d’équations respectives 222 + % + 22 = 10 et 22 = 2 + zy.

1) Déterminer les équations cartésiennes des plans tangents aux surfaces Sy et Sy au point A(1,2,2).

2) Déterminer un vecteur tangent a la courbe C = S1 N Sz en A.




(Exercice 14.30 ¢ )

Montrer que la surface S d'équation zy = z est-elle réguliére et déterminer les points de S en lesquels le plan tangent contient

la droite D d'équations
& J

~N

( .
Exercice 14.31 ¢

Déterminer les points réguliers de ¥ d’'équation 2y = 2% et montrer que le plan d'équation z —y + 32 + 1 = 0 est tangent a
A

(. J

(Exercice 14.32 v )

Soient a > 0 et S; et Sy les surfaces d'équations respectives 22 + y2 = a? et y?> = 2z2. Quels sont les points réguliers de
\Sl NSy?

J
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Exercice 14.33 Y v¢
Soit R > > 0 et T le tore d'équation cartésienne 22 + y? + 22 + R? — 1?2 = 2R\/22 + ¢2.
1) Montrer que T est une surface réguliére.
2) Quelles sont les intersections de T avec les plans d’équation z =0ety =07
(. J
N
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Exercice 14.34 Yt Y7 ¥¢
On note S la surface d’équation 3 4 3 + 23 = 1. Déterminer les droites tracées sur S et montrer qu’elles sont coplanaires.

1) Commencer par chercher les droites D non paralléles a (zOy), c’est-a-dire passant par un point A(p,q,0) et

T=at+p
de vecteur directeur 7(a, b,1), donc d’équations paramétriques { y =>bt+q ou bien, ce qui revient au méme,
Z=0
d’équations cartésiennes { V=
y=bz+q

2) Vérifier que les intersections de ces droites deuz a deux sont non vides et que les points obtenus définissent un
plan dont on donnera une équation cartésienne.

8) On peut utiliser le gradient.




